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摘 要 

在顧及環保與降低能源消耗的產業中，

鎂合金迷人的低比重、高比強度(強度/重量)、

高比勁度(勁度/重量)、高阻尼、優良的鑄造性

能之特性，使它具有相當不錯的應用前景。其

先天低溫脆性的問題可利用溫度提高及控制

拉伸速度予以克服，使AZ31鎂合金具超塑性

性能，此性能結合製程技術將有益於工業化生

產、應用。但在此之前，一個實用的材料組成

律配合以固體力學理論基礎完整的模擬其巨

觀的應力-應變歷程有其必要性。本文以曲線

擬合的方法，分析AZ31B-H24鎂合金材料在

400oC 溫 度 下 ， 拉 伸 應 變 率 區 間 ሶߝ ൌ 2 ൈ

10ିହ~1 ൈ 10ିଶ(s-1)之單軸試驗應力 -應變關係

曲線，找出一個以應變、應變率為函數的應力

流方程式之組成律模型，並將此模型摻入有限

元素法(FEM)建構一合理的數值分析模式，模

擬上述的單軸拉伸試驗，先行驗證組成律之可 

 
 
 
 

靠性後；再以此FEM分析模式模擬此材料吹製

成型之雙軸拉伸變形試驗，驗證其對超塑性成

型數值分析之實用性。分析結果顯示，不論是

單軸拉伸試驗驗證，抑或是吹製成型試驗模擬，

FEM數值分析與二種試驗的結果都具有相當

不錯的吻合性，顯示出本文所提出的組成律公

式及FEM數值分析模式具備相當的可靠性及

實用性，可作為日後不論在應用數值分析或解

析理論的研究，抑或供予超塑性成型工業針對

製程改良、力學分析、破壞預測等，提供一個

實用的參考。 

一、前言 

鎂最迷人的特點是其具有金屬結構材料

中最低的比重(1.738g/cm3)，此大約是鋁比重

(2.7g/cm3)的 2/3、及鋼鐵比重(7.87g/cm3)的 1/4 

[1]。在交通工具利用降低製造元件的重量來減

輕 CO2 排放跟節省燃料的考量下，鎂合金應用

於汽車、飛機的元件有漸增的趨勢[2]。鎂合金 
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具有高比強度(強度 /重量)、高比勁度(勁

度/重量)、高阻尼、優良的鑄造性能、尺寸穩

定性、及高回收性之優點，且隨著近年來合金

及鍍層技術的發展改善了鎂的高溫潛變及對

腐蝕環境的抵抗性能，使得鎂合金在汽車、飛

行器、營建材料、3C(電腦、通訊、消費性電

子 )產品等領域扮演越來越重要的角色 [3; 4; 

5]。 

由於鎂金屬先天之六方最密堆積晶格構

造，致使其在室溫下所具的滑移系統有限，造

成其室溫下的延展性受限，這缺點大大的限制

了鎂合金的製造性能及應用範圍。要改善此一

缺點，有賴高溫環境下驅動更多的滑移系統，

再配合適當的晶粒細化、及控制變形的拉伸速

度等條件有效的增加延展性[6]。AZ31 鎂合金

在 200-450oC 間、配合適當的應變率拉伸速度

下，已被證實具有相當不錯的超塑性性能[7]，

故在實際應用上，AZ31 鎂合金是目前商業化

應用相當普遍的變形鎂合金[8; 9; 10]。鎂合金

製造應用產品的方式，傳統多是採用壓鑄工

法，另外，相對壓鑄法而言，利用鎂合金的超

塑性能所發展的成型製程，常見的包含擠壓

(extrusion)、軋制(rolling of sheet and plate)、

鍛 造 (forging) 、 衝 壓 (stamping) 、 和 吹 製

(blowing)工法[3]。超塑性成型製程具有一次成

型複雜形狀的薄版元件之優點，即所謂的近淨

成型工法(near-net-shape forming process)，比

起利用很多部件及扣件來組裝結構元件的方

法，可節省 50%的費用，且近淨成型工法的樣

品製造具有尺寸精度高之優點。然而，利用材

料超塑性能的工藝來生產產品，大多仰賴經驗

式的試誤法來評估製程中溫度、壓力之參數及

決定工法之順序，除了沒有一個系統性的評估

準則外，效率亦顯不足[11]，因此，如何使用

更有效的方法來建立最佳化的成型參數，降低

前期試誤法的測試時間，並維持產品的完整性

是一個製造重點。而有限元素法(FEM)，由於

它的普遍性，在超塑性製程的應用分析上，已

發展成為一個最有效的模擬評估工具。 

然而，任何有限元素力學模擬分析要具可

靠性，一個關鍵性的工作就是需發展對材料行

為可精確描述的組成律模型，材料的塑性行為

可以用各種尺度的觀點來研究及描述，但在工

業成型的應用範疇，用巨觀的觀點來描述變形

的行為是比較恰當的。文獻中用來建構AZ31

高溫超塑性組成律之方式大致可分為二大類

[12]： 

第一類是以微觀結構觀點為基礎所建置

的組成律，即透過晶體學(crystallography)的角

度，利用晶格(lattice)、滑移(slip)與巒晶(twin)

系 統 、 差 排 (dislocation) 、 晶 界 滑 動 (grain 

boundary sliding)、原子遷移擴散(diffusion) 、

孔隙(porosity)、第二相(second phase)影響…等

微觀的變形機制來描述組成律的方法，例如：

利用「黏塑性自洽模型」 (VPSC, viscoplastic 

self-consistent model)、或「率無關晶體塑性模

型」(RICP, rate independent crystal plasticity 

model)所描述的組成律。這類觀點所發展的組

成律模型大多適用於微觀晶體問題的模擬，因

為巨觀問題中，材料由製備程序開始，一直到

製成產品期間，每一步利用熱、力控制來達到

我們所要的產品特性及形狀，每一步所引發的

材料微結構反應皆不盡相同，這些反應會被材

料記憶並影響下一步至最後成品的功能表

現，因此，若將這類組成律模型使用在巨觀問

題的分析，需模擬每一步微結構變化的龐大資

訊，所耗費的時間相當不敷效益。 

第二類則是以巨觀結構觀點為基礎所發

展的組成律模型，這類模型通常由一個狀態方

程式(state equation)，及一些參數演化方程式

(evolution equations)所組成。狀態方程式是用

以連結應變率(ߝሶ)，應力( )、溫度(T)、及狀態

參數(state variables, ௜ܺ) 的函數，可用下列通

式表示： 
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 σ ൌ σሺߝሶ, ܶ, ௜ܺሻ            (1) 
參數演化方程式是將材料微結構變化對變形

的影響整合在一些主要狀態參數的演化法則

(evolution rules)中，來表示其巨觀的整體表現，

可用如下通式表示： 

 ሶܺ ௜ ൌ ሶܺ௜ሺߝሶ, ܶ, ܺ௞ሻ       (2) 
因此，第二類以巨觀結構觀點為基礎所發展的

組成律模型，比較適合使用於材料設計、應用

分析、或欲對材料塑性基本性質瞭解、或推論

材料參數公式化…等巨觀問題的分析上，此類

型的組成律，依照力學理論的不同，大致上又

可分成二種： 

第一種：『黏塑性材料模型』，此係以黏塑性力

學理論(continuum mechanics of viscoplasticity)

所建構的組成律模型，典型的的通式如：  

ሶߝ ൌ  σ௡       (3)ܤ
其中係數 B 是影響材料變形行為之相關參

數(ex:晶粒成長、孔隙率變化…)演化法則的集

合，相關文獻例如：El-Morsy et al.[13]，Liew et 

al.[14]，Lin[15]，Nazzal et al.[16]，Tao and 

Keavey[17]，Abu-Farha et al.[18]。然而，此種

黏塑性材料組成律模型(方程式(3)，通常表示為

(σ vs. ߝሶ)之關係)，最大的缺點是它很難與材料

單軸試驗的完整應力 -應變關係曲線 ((σ vs. ε)

之關係)吻合良好，原因是這種組成律模型是針

對材料之雙對數座標[(log σ) vs. (log ߝሶ)]下的 S

型 關 係 曲 線 之 第  II 區 ( 晶 界 滑 動 (grain 

boundary sliding)機制主導區、為材料產生超塑

性的主要變形機制區 )所建構得到的狀態方程

式；然而，單軸試驗的「完整應力-應變關係」

卻是包含第 I、II、III 全區的所有變形歷程(線

彈性、塑性拉伸、應變硬化、應變軟化至破壞)

之集合。 

第二種：『彈塑性(或剛塑性)材料模型』，

此係以塑性力學理論(continuum mechanics of 
plasticity)所建構的組成律模型，所用的材料組

成律之狀態方程式是直接針對應力流曲線

(flow stress curve)所做的數學描述(即應力流

方程式)，這類方法大部分使用單軸拉力或壓

力試驗的應力-應變曲線資料，設計組成律的

應力流方程式中主要參數(應變、應變率、溫

度、活化能、應變硬化指數及應變率指數等巨

觀參數)的影響量化實驗，並輔以回歸分析轉

化成數學演化法則，然後直接反映在組成律的

應力-應變趨勢上。此方法直接以應力流曲線

的應力-應變關係來建構組成律，相對比較容

易掌握應力流的變化趨勢，相關文獻如：

Palaniswamy et al.[19]，Peng et al.[20]，Liang et 
al.[21]，Yang et al.[7]，但上述這些文獻並未

於 FEM 中先作單軸試驗的模擬驗證，以證實

其發展的組成律模型與實驗曲線的吻合性良

好及數值分析模式之可靠性。FEM 對單軸試

驗的驗證分析有其必要性，因其檢驗了整體數

值模式的合理性，包含：使用何種材料模型的

力學理論基礎、材料組成律、及幾何、邊界、

載重條件、元素分佈狀況…等設定的合理性，

FEM 驗證結果也可提供後續應用分析之有力

參考，故不可或缺。再者，某些以彈(剛)塑性

材料模型的 FEM 應用分析文獻，例如：Huang 
et al.[22]，Chen et al.[23]，Zeng and Chen[24]，
這些文獻只取「一條」固定應變率或固定速率

拉伸的實驗應力-應變曲線當作超塑性材料的

組成律；另外，Kim et al.[25]，Choi et al.[26]，
Nguyen et al.[27]，這些文獻所使用的應力流方

程式組成律模型並未考慮應變率參數對應力

流的影響，即公式中的參數不會隨著不同應變

率而調整其值，使用如此的組成律進行 FEM
應用分析，完全忽略了超塑性材料與非超塑性

材料的最主要不同重要特徵：超塑性材料在不

同應變率拉伸速度下(或不同溫度下)，所得到

的應力-應變關係曲線是不同的，而且差異明

顯。因此，超塑性材料的 FEM 數值分析應該

隨著不同的應變率(或溫度)要有不同的應力-
應變關係資料在同一個材料組成律模型中，如

此才能完全顯示出不同應變率(或溫度)下的材

料行為。 
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以第一種『黏塑性材料模型』進行數值

分析，由於它是直接以 ሶߝ ൌ σ௡的形式導入ܤ

FEM 中運算，公式中的參數直接以應變率為

函數，具有可隨應變率不同而變化之優點(溫

度之參數也反應於 B 內)，所以直接定義了不

同應變率(或溫度)下的不同應力-應變關係，但

如前所述，它卻有無法吻合單軸應力-應變曲

線之不足。第二種『彈塑性材料模型』雖對應

力-應變關係吻合性強，但眾多 FEM 分析文獻

卻未採用因應變率而異的應力-應變關係於組

成律模型中，或 FEM 分析模式未與單軸試驗

先行驗證可靠性後再進行應用分析。因此，如

何結合二種材料模型的優點，並發展一個可以

吻合 AZ31B-H24 鎂合金高溫超塑性行為：「於

不同應變率拉伸條件下具不同應力-應變關係」

之組成律模型，作為業界或學者後續此類材料

應用分析之參考，為本文之宗旨。 

綜此，本文以巨觀結構觀點為基礎，針

對 Abu-Farha and Khraisheh[8]對 AZ31B-H24

鎂合金材料所做的單軸拉伸試驗資料，利用曲

線擬合 (curve fitting)的方法，建立該材料在

400oC 溫 度 下 、 應 變 率 ሶߝ ൌ 2 ൈ 10ିହ~1 ൈ

10ିଶ(s-1)範圍的應力流方程式之組成律數學模

型。並將此組成律模型摻入本文所發展的 FEM

分析模式，以 3-D 彈-塑性力學理論來運算材

料的塑性流力學演化行為，模擬該單軸拉伸試

驗，先驗證其可靠性後；本文接續以此 FEM

分析模式對該材料的吹製成型試驗做數值模

擬，比對實驗及 FEM 分析結果，驗證其對超

塑性成型模擬的實用性。本文期望建立一個可

行的 AZ31B-H24 鎂合金材料組成律數學模型，

希望作為日後 AZ31B-H24 鎂合金不論在應用

數值分析或解析理論的研究，抑或供予超塑性

成型工業針對製程改良、力學分析、破壞預測

等，提供一個實用的參考。 

二、材料組成律  

本文取 Abu-Farha and Khraisheh[8; 28] 之

AZ31B-H24 鎂 合 金 單 軸 拉 伸 試 驗 (uniaxial 

tensile experiment)所得到的應力-應變關係曲線

作為建構材料組成律的基本資料，該拉伸試驗

所採用的設備為 INSTRON 5582 萬能試驗機，

此試驗機具備最高溫 610oC，溫度維持誤差為±1 
oC 的加溫設備；及最小 5 KN 單位的加載能力，

進行載重之施加、量測。試驗材料為市售的

AZ31B-H24 鎂合金版材，厚度 3.22 mm、平均

初始晶粒尺寸 5 μm，用它來準備拉力試驗所需

的啞鈴型試體(dumbbell-shaped test specimen)，

若不考慮啞鈴型試體二邊的夾具區域，則試體

中間的量測長度 (gauge length、初始長度 )為

19.05 mm，且中間量測長度區域內的橫斷面為

均勻的矩形斷面，尺寸為 6.35 mm × 3.22 mm。

最後，試體加熱至 325-500oC，增量為 25 oC 的

溫度下，進行固定應變率的單軸拉伸試驗，每

一個溫度下以不同的固定應變率之方式進行單

軸拉伸至破壞才停止。「應變率 (ߝሶ)」定義為單

位 時 間 的 應 變 量 ： ሶߝ ൌ ε/∆t ൌ ∆l/ሺL · ∆tሻ ൌ

V/L , V ൌ ∆l/∆t，而固定應變率之單軸拉伸係指

試驗時需隨時考慮材料當時的變形總長度(L)，

並調整拉伸速度 (V)以維持相同的應變率之拉

伸狀態，故拉伸的速度為初始長度與應變率的

函數，可由數學方法事先算出(後詳述於第 4 節)，

並將此拉伸速度事先設定於試驗機上作自動控

制，該實驗所控制的固定應變率之涵蓋範圍為

ሶߝ ൌ 2 ൈ 10ିହ~1 ൈ 10ିଶ(s-1)區間，此範圍再細分

成九個值施行之，圖 1 即該實驗在 400 oC 下，

對 AZ31B-H24 鎂合金以九種不同固定應變率

拉伸的「真實應力 vs.真實應變」實驗曲線，文

獻[29]表示 400 oC為 AZ31鎂合金材料具最佳超

塑性成型的溫度，故本文以此應力-應變曲線資

料來建立 AZ31B-H24 鎂合金材料的組成律公

式。 
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圖 1  AZ31B-H24 鎂合金在 400 oC 下，以不同固定應變率拉伸的單軸試驗應力-應
變關係 (摘自 Abu-Farha et al.[28]) 

圖 1 是 400 oC 下的實驗資料，很明顯的，

如果摒除溫度對應力流的影響，其影響應力流

的二個最主要的巨觀因素為應變與應變率，由

該圖顯示，在相同的應變下，隨著應變率增大

(即拉伸速度越快)，材料內所承受的應力值越大；

且應變率越大，材料極限破壞應變越小，即延

展性越低，脆性特徵越明顯；且各個不同應變

率的曲線分別呈現不同程度的應變硬化或軟化

現象。本文以曲線擬合方法，分析圖 1 的九條

實驗應力-應變關係曲線，企圖找出以應變、應

變率為函數的應力流方程式之組成律模型，希

望 此 模 型 之 可 行 範 圍 可 涵 蓋 實 驗 ሶߝ ൌ 2 ൈ

10ିହ~1 ൈ 10ିଶ(s-1)區間，及經 FEM 驗證分析後

希望其結果可與實驗的九條應力 -應變曲線吻

合良好，具備合理的可靠性。最後，本文所得

到的應力流方程組成律公式如下所示： 

ln ߪ ൌ ln ቂሺσ௬బሻห
ఌሶ ೔

ቃ ൅ Aε஻ ൅  ε଴.ହ  (4)ܥ

其中，ߪ、ε 分別代表真實應力和真實應變，

 ln 的自然對數值。ሺσ௬బሻห ߪ 是 ߪ
ఌሶ ೔
是每一種不

同ߝሶ(固定應變率)拉伸試驗所得到的初始降伏

強度值，即圖 1 中各條曲線在ߪ軸的截距值。 

另 外 ， 由 曲 線 擬 合 過 程 所 得 到 的

Aሺߝሶሻ、Bሺߝሶሻ、Cሺߝሶሻ這三個參數，都分別是應變

率的函數，可表示如下： 

Aሺߝሶሻ ൌ aଵ ൅ aଶߝሶ lnߝሶ ൅ aଷeఌሶ  
ൌ 717.24 െ ሶߝሶ lnߝ 149.13 െ 718.10 eఌሶ  

(5) 

Bሺߝሶሻ ൌ
bଵ ൅ bଶߝሶ2

1 ൅ bଷߝሶ2  

 ൌ ଵ.଼ଶହା଼ହଶଽସଶ.଺଺ ఌሶ ଶ

ଵାଵ଺ଶ଺଺଴.଼଴ ఌሶ ଶ
   (6) 

Cሺߝሶሻ ൌ cଵ ൅ cଶߝሶ଴.ହ ൅ cଷ/lnߝሶ ൅ cସ/ߝሶଵ.ହ 
 ൌ 14.59 ൅ ሶ଴.ହߝ 120.57 ൅ 122.82/lnߝሶ െ
ሺ3.857 ൈ 10ି଼ሻ/ߝሶଵ.ହ         (7) 

其中，lnߝሶ 是 ߝሶ 的自然對數值。 eఌሶ  是指數函

數 e 的 ߝሶ 次方。 

方程式 (4)即本文所建立的 AZ31B-H24
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鎂合金材料組成律公式，每一組(ε, ߝሶ)可得到

一個ߪ值的唯一解，此公式適用於 400oC 溫度

下 、 ሶߝ ൌ 2 ൈ 10ିହ~1 ൈ 10ିଶ (s-1) 區 間 ， 最 大

 , 值分別不超過實驗的(33.6 Mpa(௠௔௫ , ε௠௔௫ߪ)

1.79)之範圍。後續 (第四節 )本文將方程式 (4)

摻入 FEM 建構一個數值分析模式，驗證此組

成律之可靠性。 

三、彈-塑性力學理論之應力增量

-應變增量關係  

由滾壓軋制工法(rolling process)所製造的

AZ31B-H24鎂合金版材，在室溫下，其滾壓方

向 (RD, rolling direction) 與 橫 向 方 向 (TD, 

transverse direction，與RD呈90o)存在著室溫非

均向性的性質，但隨著溫度提高，此非均向性

越來越式微，直至250 oC以上，該非均向性完

全 不 復 見 [30] 。 本 文 FEM 分 析 案 例 皆 為

AZ31B-H24鎂合金400 oC 下的試驗模擬，故

分析時假設材料為均質、均向性，材料進入塑

性後的應力增量-應變增量之關係以彈-塑性理

論，結合von Mises諧和流法則及均向性硬化準

則來運算材料的塑性流演化行為，以下便簡述

此工作硬化(work hardening)彈-塑性力學理論

的相關方程式[31]。 

 在彈-塑性的材料數值模型中，全部的應

變增量可表示為彈性應變增量及塑性應變增

量的和 

௜௝ߝ݀ ൌ ௜௝ߝ݀
௘ ൅ ௜௝ߝ݀

௣           (8) 

而彈性應力增量-應變增量之關係以廣義的虎

克定律表示如下 

௜௝ߪ݀ ൌ ௞௟ߝ݀ ௜௝௞௟ܥ
௘           (9) 

௜௝௞௟ܥ  為彈性模數張量，對於均向性的線彈性

材料而言，ܥ௜௝௞௟可用剪力模數 G 及柏松比 ߥ 

表示如下 

௜௝௞௟ܥ ൌ ௝௟ߜ௜௞ߜሺܩ2 ൅ ఔ
ଵିଶఔ

 ௞௟ሻ  (10)ߜ௜௝ߜ 

再者，塑性應變增量可表示為 

௜௝ߝ݀
௣ ൌ డ௚ ߣ݀

డఙ೔ೕ
     (11) 

為正定的純量函數，在彈性範圍內，其值 ߣ݀

為零；但當材料發生塑性變形時，其值不為零。

݃ ൌ ݃ሺߪ௜௝, ௜௝ߝ
௣ , ݇ሻ為塑性勢能函數，當塑性勢能

函數與降伏函數一致 ݂ ൌ ݃時，即可稱之為諧

和流法則，此時塑性應變增量可表示如下 

௜௝ߝ݀
௣ ൌ డ௙ ߣ݀

డఙ೔ೕ
     (12) 

其中，降伏函數  f 定義了一個材料在組合應

力下的彈性極限，其一般式如下 

݂൫ߪ௜௝, ௜௝ߝ
௣ , ݇൯ ൌ ,௜௝ߪ൫ܨ ௜௝ߝ

௣ ൯ െ ݇ଶ൫ߝ௣൯ ൌ 0 (13) 

݇ 是硬化參數，代表降伏面的大小，為有效應

變 ߝ௣ 的函數； ߝ௣ 與塑性應變的歷程有關，

因此，硬化參數 ݇ 會隨著材料當時的應力狀

態而有所不同。 

函數 ܨ൫ߪ௜௝, ௜௝ߝ
௣ ൯ 則定義了降伏面的形狀，本文

假設材料為均向性，採用均向性硬化準則結合 

von Mises 降伏函數，故 

,௜௝ߪ൫ܨ ௜௝ߝ
௣ ൯ ൌ  ଶ     (14)ܬ 

ଶ 為應力偏差張量不變量ܬ   (the invariants of 

the stress deviator tensor) 

ଶܬ  ൌ ଵ
ଶ

 ௜௝      (15)ݏ௜௝ݏ

ฺ ݂൫ߪ௜௝, ௜௝ߝ
௣ , ݇൯ ൌ ଵ

ଶ
௜௝ݏ௜௝ݏ െ ݇ଶ൫ߝ௣൯ ൌ 0 (16) 

௜௝ݏ  為 應 力 偏 差 張 量  (the stress deviator 

tensor)，定義為 

௜௝ݏ ൌ ௜௝ߪ െ ଵ
ଷ

 ௜௝    (17)ߜ ௞௞ߪ

為了塑性力學理論的實際應用，必須將硬化參

數與實驗的單軸應力-應變曲線相關連，以便

將複雜的三軸應力-應變關係對應於等效單軸

應力-應變關係，故另定義有效應力 ௘ߪ   、及

有效應變 ௣ߝ   參數。有效應力可由 ௜௝൯ߪ൫ܨ  ൌ

௘ߪܥ
௡ 求得。而對 von Mises 材料，可結合方

程式(14)，得下式 

ଶܬ  ൌ ௘ߪܥ
௡             (18) 
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對單軸試驗而言，ߪ௘ ൌ ଶߪ ଵ andߪ ൌ ଷߪ ൌ 0，可

得 ݊ ൌ 2, ܥ ൌ ଵ
ଷ
 ，因此 

௘ߪ ൌ ඥ3 ܬଶ ൌ ටଷ
ଶ

 ௜௝             (19)ݏ௜௝ݏ

若將 ߪ௘ 當硬化參數導入方程式(16)，則均向

性硬化的 von Mises 材料，其降伏函數之形式

可表示如下 

݂൫ߪ௜௝, ௜௝ߝ
௣ , ݇൯ ൌ ଷ

ଶ
௜௝ݏ௜௝ݏ െ ௘ߪ

ଶ൫ߝ௣൯ ൌ 0 (20) 

代入諧和流法則， ݃ ൌ ݂，則可得 ݂ 和 ݃ 的

導函數  

   డ௙
డఙ೔ೕ

ൌ   డ௚
డఙ೔ೕ

ൌ  ௜௝    (21)ݏ3

另外，由方程式(12)之流動法則(flow rule)  

௜௝ߝ݀
௣ ൌ డ௙ ߣ݀

డఙ೔ೕ
   

其中，݀ߣ 為一個純量函數，它可由一致性條

件 ݂݀ ൌ 0 解得 

ߣ݀ ൌ ଵ
୦

డ௙
డఙ೔ೕ

௞௟ߝ௜௝௞௟݀ܥ ൌ ଵ
୦

 ௞௟  (22)ߝ௞௟݀ܪ

其中 ݄ ൌ 4ሺ3ܩ ൅ ௘ߪ௣ሻܪ
ଶ  (23) 

 ௞௟ 為關聯於降伏函數 f 的二階張量，定義為ܪ

௞௟ܪ ൌ డ௙
డఙ೔ೕ

௜௝௞௟ܥ ൌ  ௞௟    (24)ݏܩ6

௣ 稱為塑性模數(plastic modulus)，與降伏(或ܪ

載重)面的膨脹率有關，定義為：在當前的有

效應力(ߪ௘)下，其有效應力-有效塑性應變曲線

的斜率 

௣ܪ ൌ ௗఙ೐
ௗఌ೛

             (25) 

而針對 F(J2, J3) 型態之壓力不相關材料，例

如：von Mises 材料等。有效塑性應變增量定

義為 

௣ߝ݀ ൌ ටଶ
ଷ

௜௝ߝ݀
௣ ௜௝ߝ݀

௣      (26) 

而有效塑性應變 ߝ௣ 為其軌跡歷程的紀錄 

௣ߝ ൌ ׬ ௣ߝ݀ ൌ ׬ ௗఙ೐
ு೛ሺఙ೐ሻ

       (27) 

因此，綜合上述，當材料進入塑性狀態時，其

應力增量-應變增量關係式可推導如下： 

௜௝ߪ݀ ൌ ௞௟ߝ݀ ௜௝௞௟ܥ
௘ ൌ ௞௟ߝ௜௝௞௟൫݀ܥ െ ௞௟ߝ݀

௣ ൯  

   ൌ ௜௝௞௟ܥ ቀ݀ߝ௞௟ െ డ௙ ߣ݀
డఙೖ೗

ቁ  

       ൌ ௜௝௞௟ܥ ቀ݀ߝ௞௟ െ ଵ
௛

డ௙
డఙ೘೙

௠௡௦௧ܥ  డ௙
డఙೖ೗

௦௧ቁߝ݀

      ൌ ௜௝௞௟ܥ ቀߜ௦௞ߜ௧௟ െ ଵ
௛

డ௙
డఙ೘೙

௠௡௦௧ܥ  డ௙
డఙೖ೗

ቁ ௦௧ߝ݀

      ൌ ቀܥ௜௝௦௧ െ ଵ
௛

డ௙
డఙ೘೙

௜௝௞௟ܥ௠௡௦௧ܥ
డ௙

డఙೖ೗
ቁ  ௦௧ߝ݀

  ൌ ቀܥ௜௝௦௧ െ ଵ
௛

௜௝ቁܪ௦௧ܪ   ௦௧ߝ݀

 ֜ ௜௝ߪ݀    ൌ ௜௝௞௟ܥ
௘௣ ௞௟ߝ݀ ൌ ሺܥ௜௝௞௟ ൅ ௜௝௞௟ܥ

௣ ሻ݀ߝ௞௟  

   ൌ ቀܥ௜௝௞௟ െ ଵ
௛

௞௟ቁܪ௜௝ܪ      ௞௟ߝ݀

  ൌ ቀܥ௜௝௞௟ െ ଷ଺ீమ

௛
௞௟ቁݏ௜௝ݏ  ௞௟    (28)ߝ݀

௜௝௞௟ܥ
௘௣ ൌ ௜௝௞௟ܥ ൅ ௜௝௞௟ܥ

௣     (29) 

其中 

௜௝௞௟ܥ
௣ ൌ െ ଵ

௛
௞௟ܪ௜௝ܪ ൌ െ ଷ଺ீమ

௛
 ௞௟  (30)ݏ௜௝ݏ

故本文以彈-塑性理論，結合 von Mises 諧和

流法則及均向性硬化準則，模擬當材料受到外

加負載後，材料模型之應力增量-應變增量關

係的數值運算法則如下： 

當  ݂൫ߪ௜௝, ௜௝ߝ
௣ , ݇൯ ൌ 0，且  డ௙

డఙ೔ೕ
௞௟ߝ௜௝௞௟݀ܥ ൐ 0 時，

材料進入塑性流，關係如下： 

௜௝ߪ݀  ൌ ௜௝௞௟ܥ
௘௣  ௞௟ߝ݀

௜௝௞௟ܥ
௘௣  如方程式(28)、(29) 所示。 

當  ݂൫ߪ௜௝, ௜௝ߝ
௣ , ݇൯ ൏ 0；或  ݂൫ߪ௜௝, ௜௝ߝ

௣ , ݇൯ ൌ 0，且 
డ௙

డఙ೔ೕ
௞௟ߝ௜௝௞௟݀ܥ ൑ 0 時，材料處於彈性狀態或

中性載重狀態，關係如下： 

௜௝ߪ݀  ൌ  ௞௟ߝ௜௝௞௟݀ܥ

 。௜௝௞௟ 如方程式(10)所示ܥ

四、組成律試驗之有限元素分析

驗證 

4.1 FEM 分析模型 

本文以第3節的彈-塑性力學理論基礎，並

採用有限元素法作為數值分析的研究方法，對

第2節所提出的材料組成律先行驗證其可靠性，



結構工程  第二十八卷  第三期  101  

 

方法是針對Abu-Farha and Khraisheh[8]所做的

AZ31B-H24鎂合金材料400oC下的單軸拉伸試

驗進行FEM模擬，比較實驗及數值分析的結果，

證明本文所提出的組成律與實驗具備相當的

吻合可靠性後；接續再以此FEM分析模式進一

步模擬AZ31B-H24鎂合金材料的超塑性吹製

成型實驗，更進一步驗證其實用性能。本文

FEM數值模擬採用市售的有限元素分析軟體

ABAQUS version 6.10進行分析運算。本文以

第2節之曲線擬合方法，得到以應變、應變率

為函數的應力流方程式之材料組成律模型：方

程式(4)，將其導入ABAQUS內建的『降伏強

度 隨 應 變 率 變 化 之 傳 統 金 屬 塑 性 模 型

(classical metal plasticity model with a 
strain-rate-dependent yield strength)』，此模型

具備均向性硬化準則之選用功能，並以彈-塑

性力學理論演算材料的應力增量-應變增量之

關係，在該材料模型之設定中，可透過一個三

行的表格輸入由方程式(4)所計算轉換得到的

降伏應力、塑性應變、塑性應變率之值，每一

列(降伏應力、塑性應變、塑性應變率)的資料

代表一個點，當ABAQUS進行力學分析時，程

式會以一連串的直線連接給定的資料點，並平

滑的逼近材料的非線性應力-應變關係。 

本文模擬組成律的單軸拉伸試驗，有限元

素分析模型的幾何形狀、邊界條件、及元素分

佈情形如圖2所示，FEM模擬取啞鈴型試體中

間的量測部分進行分析，該部分亦是試體中用

來定義應力-應變關係的地方，故圖2數值分析

模型的幾何形狀為三維矩形柱，長 寬 高的

尺寸分別為19.05 6.35 3.22 mm3，採用三維

分析的優點是可完整的表現試體各部分的受

力、變形的狀況。另外，圖2中對單軸拉伸試

驗模擬之邊界條件的設定，詳述如下：ABCD

面上節點，設定x方向位移為0：Ux=0；AB及

EF線段上的節點，設定y方向位移為0：Uy=0；

及A和E兩節點，設定z方向位移為0：Uz=0之

邊界條件；另外，固定應變率拉伸的實驗條件

需隨時考慮試體總長度而調整拉伸速度，隨著

時間進行，試體的總長度也隨之越來越大，若

每個時間點都必須維持相同的應變率拉伸，則

EFGH面上節點的x方向均佈拉伸速度 (Vx)之

值，也必須隨實驗時間而越來越大，且可計算

得到如下[32]： 

Vx ൌ L଴ߝሶ ݁ఌሶ  ௧     (31) 
其中  L0=0.01905 m 為試體量測區域的初始

長度；ߝሶ為拉伸時的固定應變率，單位: s-1；e 為

指數函數；t 為實驗進行的時間，以秒(s)為單

位。 

本節單軸拉伸試驗模擬案例為均質、均向

性材料，並在均勻斷面施加均佈速度的單軸拉

伸問題，所以依固體力學原理，每個元素所產

生的內應力均為相等的軸向拉應力、變形亦為

相等的軸向拉應變，故網格分割上不需細化分

割網格及施行收斂性分析，只需注意網格分割

當符合一般FEM分析時，元素長徑比 (aspect 

ratio)最大值4的限制，以避免數值計算上產生

誤差，故圖2之FEM模型中[x:y:z]方向的元素

數目比設定為[6:2:1]，每個元素大小皆相同、

最大長徑比約為1.01；另外，此分析所採用的

元素為ABAQUS內建的三維二階實體 (連續 )

元素：C3D20元素，它比一階元素具較好的變

形模擬精度，該元素具有20個節點，其中每個

節點包含3個(x, y, z)方向平移的自由度；此分

析用以求解非線性方程式的疊代工具以

ABAQUS內建的完全Newton–Raphson疊代法

求解之。 



102  結構工程  第二十八卷  第三期 

 

 
圖 2  FEM 模擬單軸拉伸試驗之幾何、邊界條件、及元素分佈狀況 

4.2 分析結果 

圖3為FEM數值分析與試驗結果之「軸向

真實應力vs.軸向真實應變」組成律關係比較圖。

此圖中，各種不同顏色代表不同固定應變率拉

伸之條件，較粗的實線代表實驗的結果，較細

的實線則為有限元素分析(FEA)的結果，此圖

顯示所有的實驗案例中，不論是較為脆性的拉

伸應變率ߝሶ ൌ 10ି2(s–1)曲線直至超塑性效果顯

著的ߝሶ ൌ 2 ൈ 10ି5 (s–1) 曲線，在各變形階段上：

初始降伏、應變硬化拉伸、極限應力狀態、抑

或應變軟化，直至極限應變狀態，比較FEA與

實驗結果之應力-應變曲線，二者皆具有相當

不錯的吻合性，此結果驗證了本文所提出的

AZ31B-H24鎂合金材料組成律模型之可靠性，

該模型具備模擬單軸試驗完整的變形歷程之

能力。  

 

圖 3 單軸試驗與 FEM 分析結果之「軸向真實應力 vs.軸向真實應變」組成律關係比較圖 



結構工程  第二十八卷  第三期  103  

 

五、吹製成型試驗之有限元素模擬 

5.1 FEM 分析模型 

為進一步驗證第2節所提出的組成律模型

之實用性，本文以上述的彈-塑性分析模式接

續模擬Abu-Farha et al.[18]以此AZ31B-H24鎂

合金材料所做的雙軸拉伸吹製成型試驗。吹製

成型是近淨成型工法之一，是利用材料的超塑

性能之製程，其優點是可提高產品的製造效

率，並兼顧產品尺寸精度之要求。本文欲模擬

的吹製成型試驗之示意如圖4所示，試驗時中

間放置一塊用來塑型的AZ31B-H24鎂合金圓

形薄版材料，薄版圓心用來成型範圍之半徑為

31.75 mm、整體厚度1 mm，圓形薄版成型範

圍外的圓周區域是固定夾具區。試驗進行時設

備先將溫度加熱到400oC並維持30分鐘以達溫

度平衡後，由進氣閥輸入氬氣，並利用電子設

備調控進氣的壓力，該實驗研究圖5之三種不

同進氣壓力-時間(P-t)的載重作用下，圓形薄版

受氣壓吹製變形，其成型時間(t)大約等於1800

秒時，圓版中心點(圖6之A點)的吹脹高度(H)

之值；及A點吹脹高度(H)大約達到31.75 mm

之半球狀時，與成型時間(t)之關係。圖5之三

種P-t關係是Abu-Farha et al.[18]根據不同理論

假設所求得的數值解，並以A點的吹脹變形速

度維持在 ሶߝ ൌ 5 ൈ 10ି4 (s-1)的情況下計算得到

的：1.Dutta et al.[33]的P-t關係是假設材料為

均向性，以von Mises降伏準則所計算得到的解

析解；2.Banabic et al.[34]的P-t關係則假設材

料為非均向性，以Hill降伏準則計算得到的解

析解；3.Abu-Farha的P-t關係則是該作者自行

發展的另一套組成律，以非牛頓流黏塑性理論

模擬材料之變形反應，並以FEM分析，讓圓版

中心點的吹脹變形速度大約維持在 ሶߝ ൌ 5 ൈ

10ି4 (s-1)的情況所建議的P-t關係。根據文獻

[18]結果表示，若A點的吹脹變形速度真的維

持在ߝሶ ൌ 5 ൈ 10ି4(s-1) 時，理論上在 t=1800 秒

時，A點的吹脹高度就應該達到31.75 mm；然

而，實驗的結果顯示三種P-t載重下，A點的吹

脹高度達到31.75 mm的時間都超過1800秒，因

此研判三種P-t載重下，A點的吹脹變形速度在

實驗進行時應該都是小於ߝሶ ൌ 5 ൈ 10ି4(s-1)之狀

況，所以研判實際上整個圓版大部分區域的平

均變形速度在三種P-t載重作用下，應該小於

ሶߝ ൌ 5 ൈ 10ି4(s-1)甚多。 

本文FEM模擬上述吹製成型試驗，分析

模型的幾何形狀及邊界條件如圖6所示，此案

例為一個雙軸對稱的力學問題，所以分析模型

的幾何形狀只取1/4個圓版進行分析，圓版中

間供予吹製成型之範圍(扇形ABC)及厚度依照

實驗條件設定如下：扇形ABC之半徑r = 31.75 

mm、厚度=1 mm；成型範圍(扇形ABC)上施加

如圖5之三種不同均佈P-t載重之力邊界條件，

以模擬實驗之氣壓力施加狀況。幾何邊界條件

之設定，詳述如下：ADIF面上節點，設定x方

向的對稱條件；AEJF面上節點，設定y方向的

對稱條件；GHJI面上節點，設定固定的邊界條

件，以模擬夾具之固定狀況。圖7為FEM分析

模型的元素分佈情形，越靠近圓心之元素越密

集，且亦以對稱性安排之(因為此1/4個圓版的

幾何、邊界條件本質上亦是一個力學對稱問

題 )，分析模型共包含1152個C3D10M元素，

C3D10M元素為ABAQUS內建的三維二階四

面體實體元素，每個元素有10個節點，每個節

點包含3個(x, y, z)方向平移的自由度；本分析

以ABAQUS/Explicit顯式積分模組求解此動態

非線性問題。
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圖 4  吹製成型試驗示意圖 (改繪自

Abu-Farha et al.[18]) 
 

圖 5 吹製成型試驗之三種不同充氣壓力-時
間 (P-t)關係圖 (改繪自 Abu-Farha et 
al.[18]) 

 
 

圖 6  FEM 模擬吹製成型試驗之幾何及邊界條件狀況 

 
圖 7  FEM 模擬吹製成型試驗之元素分佈狀況 
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5.2 分析結果 

表 1 比較了 FEM 分析與實驗結果中，三種

不同 P-t 載重作用下，圓版中心點的吹脹高度(H)

與時間(t)之關係，由此表中可以看出，FEM 分析

與實驗記錄的結果相當接近，誤差值皆在 1.2%

以下。另外，表 1 中灰色底色所表示的數據，是

三種 P-t 載重作用在靠近 t=1800 秒時的結果，這

些時間點相對應的實驗試體變形圖與 FEM 分析

結果比較如圖 8 所示 (圖 8 係利用 ABAQUS 後

處理之鏡射功能，讓分析模式中設定為對稱或反

對稱邊界條件之另一半顯示出來，因此 1/4 個圓

版的雙軸對稱問題利用此功能即可將整個圓版

的對稱變形顯示出來)，由圖 8 結果可看出，在試

體的變形形狀上，FEM 分析與實驗結果二者具有

相當不錯的吻合性。圖 9 與圖 10 分別為三種 P-t

載重作用下，吹脹高度與時間(H-t)、吹脹高度與

充氣壓力(H-P)之分析結果比較圖，圖上並以不同

形狀的點標示出某些時刻之 H 值實驗記錄的結

果，這二個圖中顯示 H 隨 t 而增大之趨勢，但三

種 P-t 載重作用對 H 的影響並不顯著，研判這結

果應是因為在三種 P-t 載重作用下，整個圓版大

部 分 區 域 的 平 均 變 形 速 度 應 小 於 ሶߝ ൌ 5 ൈ

10ି4(s-1)甚多，且由圖 1 的材料應力-應變關係觀

察到，若應變率越小 ߝሶ ا 5 ൈ 10ି4(s-1)，材料組

成律的應變硬化現象更不明顯，應力-應變關係曲

線更趨向平緩的水平線，彼此間的差距也更小，

所以導致三種 P-t 載重作用下對 H 值的影響不明

顯。最後，圖 11 顯示出在 Banabic 的 P-t 加載條

件下，FEM 各階段歷程的分析變形圖，即從 t=0

秒到 t=2151 秒，各不同分析階段的變形狀況及

von-Mises 應力狀態圖，圖中左邊彩色的桿件是

表示不同範圍的 von-Mises 應力區間所代表的不

同顏色，由圖中可見 von Mises 應力包絡線基本

上是以同心圓的方式呈現變化，且越靠近圓心應

力越大；變形後的厚度則越靠近圓心呈現越薄的

趨勢，此趨勢與文獻[35; 36]具有相似的實驗結

論，這些結果顯示了本文所提出的組成律模型及

FEM 分析模式適用於該材料超塑性變形力學分

析的實用性。 

 
表 1.三種不同 P-t 載重作用下，圓版中心點的吹脹高度(H)值，實驗與 FEM 分析結果比較 

Pressure-Time 

Profile 
Time: t (sec) 

實驗值 

Bulge Height: H (mm)

FEA 

Bulge Height: H (mm) 
誤差 

Abu-Farha et al. 
1805 29.5 29.22 0.95% 

1888 31.5 31.54 0.01% 

Dutta et al. 
1800 28 27.69 1.1% 

2045 31.8 31.83 0.09% 

Banabic et al. 
1798 26.5 26.55 0.19% 

2151 31.6 31.42 0.57% 
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圖 8  時間 t≒1800 秒時，吹製成型試體變形圖與 FEM 分析結果比較圖 

 

 
圖 9  吹製成型試驗與 FEM 分析結果之圓心點的吹脹高度與時間(H-t)關係比較圖 
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圖 10  吹製成型試驗與 FEM 分析結果之圓心點的吹脹高度與充氣壓力(H-P)關係比較圖 

 
圖 11  Banabic et al.的 P-t 加載條件下，FEM 各階段歷程的分析變形圖 
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六、結論  

本文以曲線擬合的方法，分析AZ31B-H24

鎂合金超塑性材料在400oC溫度下，拉伸應變率

區間ߝሶ ൌ 2 ൈ 10ି5~1 ൈ 10ି2(s-1)之單軸試驗應力-

應變關係曲線，找出一個以應變、應變率為函數

的應力流方程式之組成律模型，並將此模型摻入

有限元素法(FEM)建構一數值分析模式，分析時

假設400oC溫度的AZ31B-H24鎂合金材料為均質、

均向性材料，應力增量-應變增量之關係以3-D固

體力學的彈-塑性理論，結合von Mises諧和流法

則及均向性硬化準則來運算材料的塑性流演化

行為。本文利用FEM模擬前述之單軸拉伸試驗，

先行驗證組成律之可靠性，分析結果顯示，FEM

數值模擬與單軸試驗的每條不同固定應變率拉

伸之應力-應變關係曲線，在各個變形階段上，皆

具有相當不錯的吻合性，顯示本文所提出的組成

律數學模型具備相當的可靠性。再者，本文更以

此分析模式進一步對該材料的雙軸拉伸吹製成

型試驗進行模擬，以驗證其對超塑性變形力學分

析之實用性，分析結果顯示，FEM分析與實驗記

錄的吹脹高度誤差值皆在1.2%以下；另外，在成

型時間約為1800秒時的試體變形，FEM分析與實

驗結果亦具有相當不錯的吻合性，證實了本文所

提 出 的 組 成 律 模 型 及 FEM 分 析 模 式 對 於

AZ31B-H24鎂合金材料的力學分析，具備相當不

錯的實用性。因此，本文為此類材料日後不論在

應用數值分析或解析理論的研究，抑或供予超塑

性成型工業針對製程改良、力學分析、破壞預測

等，提供一個實用的參考。 
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